Vypocet souradnic bodi A a B
na jednotkové hyperbole (Minkowského rovina)

Kratké odvozeni vychazejici z Lorentzovy transformace
Uvod

V Minkowského roviné (z, ct) hraje roli ,jednotkova hyperbola“
(ct)? —2* =1,

kterd je v relativistické geometrii obdobou jednotné kruznice v euklidovské geometrii. Lorentzova
transformace mezi souradnicemi (z, ct) a (2/, ct’) lze zapsat ve tvaru (Schoutentuv tvar):

2’ = x cosh ¢ — ct sinh ¢,

(1)

ct' = —x sinh ¢ + ct cosh ¢,

kde ¢ je rapidity (hyperbolicky tihel), souvisejici s rychlosti v transformace vztahem

tanh ¢ = v
c

V nasledujicim textu najdeme souradnice bodii A a B — prusecikt jednotkové hyperboly s
osami nové soustavy z’ a ct’.

Bod A (prisecik hyperboly s osou z')

Bod A lezi na ose z’ v soustave S’, takze v soustavé S’ mé t’ = 0. Chceme tedy najit souradnice
(z, ct) takového bodu, ktery v transformaci splnuje ¢’ = 0 a soucasné lezi na jednotkové
hyperbole.

7 rovnice se pro bod A bereme tyto rovnice:

1’ =1 = zcoshp — ct sinh ¢,

ct' =0 = —zsinh ¢ + ct cosh .
7, druhé rovnice vyjadiime ct:

sinh ¢

—xsinhp+ctcoshpy =0 = ct= = xtanh .

‘ cosh ¢

Dosadime do prvni rovnice:

1 = zcosh p — (x tanh ¢) sinh ¢

= x(coshgp —

sinh? gp) _ mcosh2 ¢ — sinh?

cosh ¢ cosh ¢

Pouzijeme identitu pro hyperbolické funkce cosh? ¢ — sinh? ¢ = 1. Z toho plyne

1

1=
xcoshgp

=—> x = coshg.



A tedy
ct = xtanh ¢ = cosh ¢ - tanh ¢ = sinh ¢.

Vysledek pro bod A:

A= (z,ct) = (cosh v, sinh gp) :

Bod B (prusecik hyperboly s osou ct’)

Bod B lezi na ose ct’ v soustaveé S’; tedy tam plati ' = 0. Hledame soutadnice (z, ct), které
splnuji

2’ =0 = zcoshp — ct sinh ¢,

ct' =1 = —xsinh ¢ + ct cosh .

Z prvni rovnice vyjadiime x:

sinh ¢

xcoshp —ct sinhp=0 — x=ct = ct tanh .

cosh ¢

Dosadime do druhé rovnice:

1=- (ct tanh gp) sinh ¢ + ct cosh ¢

sinh? cosh? p — sinh?
— | -2 SO—i-coshw =ct Ll
cosh cosh ¢

Opét pouzijeme cosh? p — sinh? ¢ = 1, takze

1=ct

= ¢l = cosh .
cosh ¢

A tedy
x = cttanh ¢ = cosh ¢ - tanh ¢ = sinh ¢.

Vysledek pro bod B:

B = (z,ct) = (sinh ¢, cosh cp) .

Doplnujici poznamka — vztah k g a ~

Casto se pouzivaji veli¢iny

1
B:%:tanhgo, vzcoshgozm.

Pak 1ze body A a B také zapsat ve tvaru

A=(v,78), B=08 ),

coz je vyjadreni typické pro relativistickou mechaniku.



