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1 Úvod

V rámci speciálńı teorie relativity se často zavád́ı bezrozměrná veličina zvaná
rapidita (znač́ı se obvykle symbolem ϕ nebo θ). Rapidita slouž́ı jako al-
ternativńı parametrizace rychlosti tělesa a má zásadńı význam při skládáńı
rychlost́ı, nebot’ se na rozd́ıl od klasických rychlost́ı skládá aditivně.
Vztah mezi rapiditou ϕ a bezrozměrnou rychlost́ı β = v

c
(kde v je rychlost

tělesa a c je rychlost světla ve vakuu) je definován jako:

ϕ = artanh(β) (1)

Ćılem tohoto dokumentu je odvodit explicitńı vyjádřeńı této funkce pomoćı
přirozeného logaritmu:

ϕ =
1

2
ln

(
1 + β

1− β

)
(2)

2 Odvozeńı vztahu

Z definice inverzńı funkce k hyperbolickému tangens (argument hyperbo-
lického tangens, artanh) plyne, že pokud plat́ı ϕ = artanh(β), pak můžeme
psát:

β = tanh(ϕ) (3)

Hyperbolický tangens je definován jako poměr hyperbolického sinu a kosinu,
které lze dále vyjádřit pomoćı exponenciálńıch funkćı s bázi e:

tanh(ϕ) =
sinh(ϕ)

cosh(ϕ)
=

eϕ−e−ϕ

2
eϕ+e−ϕ

2

=
eϕ − e−ϕ

eϕ + e−ϕ
(4)

Dosazeńım této definice do rovnice (3) źıskáme algebraickou rovnici pro β:

β =
eϕ − e−ϕ

eϕ + e−ϕ
(5)
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Pro zjednodušeńı a odstraněńı záporných exponent̊u vynásob́ıme čitatele i
jmenovatele zlomku výrazem eϕ:

β =
(eϕ − e−ϕ) · eϕ

(eϕ + e−ϕ) · eϕ
=

e2ϕ − 1

e2ϕ + 1
(6)

Nyńı je naš́ım ćılem vyjádřit z této rovnice neznámou ϕ. Vynásob́ıme celou
rovnici jmenovatelem (e2ϕ + 1):

β(e2ϕ + 1) = e2ϕ − 1 (7)

Roznásob́ıme levou stranu:

βe2ϕ + β = e2ϕ − 1 (8)

Členy obsahuj́ıćı e2ϕ převedeme na jednu stranu rovnice a ostatńı členy na
stranu druhou:

β + 1 = e2ϕ − βe2ϕ (9)

Na pravé straně vytkneme společný výraz e2ϕ:

1 + β = e2ϕ(1− β) (10)

Protože rychlost hmotného tělesa je vždy nižš́ı než rychlost světla (|v| < c),
plat́ı, že |β| < 1. Výraz (1 − β) je tedy nenulový a můžeme j́ım obě strany
rovnice bezpečně vydělit:

e2ϕ =
1 + β

1− β
(11)

Abychom osamostatnili exponent, aplikujeme na obě strany rovnice přirozený
logaritmus (ln):

ln
(
e2ϕ

)
= ln

(
1 + β

1− β

)
(12)

Vzhledem k tomu, že ln(ex) = x, dostáváme:

2ϕ = ln

(
1 + β

1− β

)
(13)

Nakonec celou rovnici vyděĺıme dvěma, č́ımž źıskáváme hledaný výsledný
vztah:

ϕ =
1

2
ln

(
1 + β

1− β

)
(14)

T́ım je odvozeńı úspěšně dokončeno.
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3 Fyzikálńı souvislost

Při skládáńı dvou rychlost́ı v1 a v2 ve stejném směru dává speciálńı teorie
relativity výslednou rychlost podle vztahu:

v3 =
v1 + v2
1 + v1v2

c2

=⇒ β3 =
β1 + β2

1 + β1β2

(15)

Použijeme-li součtový vzorec pro hyperbolický tangens, zjist́ıme, že:

tanh(ϕ1 + ϕ2) =
tanh(ϕ1) + tanh(ϕ2)

1 + tanh(ϕ1) tanh(ϕ2)
=

β1 + β2

1 + β1β2

= β3 (16)

Protože β3 = tanh(ϕ3), př́ımo z porovnáńı vyplývá aditivńı vlastnost rapi-
dity:

ϕ3 = ϕ1 + ϕ2 (17)
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